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　　摘　要：　属性约简是粗糙集的重要研究内容，信息熵是度量信息量的方法．在研究绝对约简和几种相对约简的
基础上，归纳出属性约简的一般准则．定义了基于条件属性信息熵的属性约简和基于联合熵的属性约简，研究了几种
属性约简与绝对约简之间的关系．定义了基于条件属性信息熵的约简信息损失，澄清了属性约简不损失信息的含糊观
念，指出了属性约简只是在约简准则意义下不损失信息，在信息熵意义下可能损失信息．为进一步研究粗糙集、粒计算
中属性约简与分类夯实了信息论基础．
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１　引言

　　粒计算［１，２］是人类智能处理问题的思维方式，也是

处理不确定性问题的方法．粒计算的主要方法有模糊
集［３］、粗糙集［４～７］、商空间［８］和云模型［９］等．粗糙集理
论［４～７］是一种处理不精确、不完全、含糊数据的有效数

学工具，是数据挖掘和分类的重要方法．
粗糙集最重要的应用在于不确定性分析和属性约

简．研究者们提出了上、下近似［４～７］、隶属度［１０］、信息

熵［１１］、条件熵［１２，１３］、粗糙熵、模糊熵［１４，１５］等不确定性度

量来刻画和描述数据的不确定性，其中很大一部分不

确定性指标被用来作为条件属性约简的准则，例如：条

件熵、互信息等，由此衍生出了各种各样关于属性约简

的研究［１１～２３］．几乎所有的条件属性约简都笼统地宣称
保持分类不变或信息不变，人们也非常认同这个观点．
但是条件属性约简是否真的保持信息不变、信息无损
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失？能够作为属性约简准则的指标满足什么条件？其

他形式的信息熵是否可以作为属性约简的准则？这些

问题对粗糙集、粒计算，乃至数据挖掘、人工智能来说，

都非常重要．
对于条件属性约简的信息损失，长期以来存在

的误区和盲点，以及属性约简的一些本源问题，本文

结合粒计算、粗糙集、信息论的观点，以绝对约简、基

于正区域的相对约简、基于属性依赖度的相对约简、

基于互信息的相对约简、基于条件熵的相对约简为

例，归纳出属性约简准则所满足的条件．定义了基于
条件属性信息熵的属性约简和基于联合熵的属性约

简，并分析其性质，证明了基于条件属性信息熵的属

性约简等价于绝对约简以及在一致的决策表中基于

联合熵的属性约简等价于绝对约简．以条件属性信
息熵为信息量的度量指标定义了属性约简的信息损

失，指出了各种类型的属性约简仅仅不存在该约简

准则下的信息损失，但是可能存在条件属性信息熵

意义下的信息损失，从而澄清了人们长期以来存在

的误区和盲点．

２　基础知识

　　本节简单介绍粗糙集［４～６］与信息熵［１１～１５，２４］的相关

基本知识．
２．１　粗糙集

信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）中，Ｕ是论域，Ａ是论域 Ｕ上
的条件属性集．对于任意条件属性ａ∈Ａ都存在函数 ａ：
Ｕ→Ｖα，Ｖα为属性ａ的值域．Ｕ中每个元素称为个体、对
象或行．

对于任意ＢＡ和任何ｘ∈Ｕ都对应着如下的信息
函数：

ＩｎｆＢ（ｘ）＝｛（ａ，ａ（ｘ））：ａ∈Ｂ｝．
Ｂ－不分明关系（或称为不可区分关系）定义为
ＩＮＤ（Ｂ）＝｛（ｘ，ｙ）：ＩｎｆＢ（ｘ）＝ＩｎｆＢ（ｙ）｝．

任何满足ＩＮＤ（Ｂ）的２个元素ｘ，ｙ都不能由Ｂ的任
何子集区分，［ｘ］Ｂ表示由ｘ引导的ＩＮＤ（Ｂ）等价类．

信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）中，ＢＡ，ＸＵ．上、下近似
与边界区域的个体表示为：

珔Ｂ（Ｘ）＝珔Ｂ（ＩＳ，Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ：［ｘ］Ｂ∩Ｘ≠｝，
Ｂ（Ｘ）＝Ｂ（ＩＳ，Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ：［ｘ］ＢＸ｝，
ＢＮ（Ｘ）＝珔Ｂ（ＩＳ，Ｘ）－Ｂ（ＩＳ，Ｘ）．

上、下近似及边界区域的信息粒表示为：

珔Ｂ（Ｘ）＝珔Ｂ（ＩＳ，Ｘ）＝∪｛［ｘ］ＢＵ：［ｘ］Ｂ∩Ｘ≠｝，
Ｂ（Ｘ）＝Ｂ（ＩＳ，Ｘ）＝∪｛［ｘ］ＢＵ：［ｘ］ＢＸ｝，

ＢＮ（Ｘ）＝珔Ｂ（ＩＳ，Ｘ）－Ｂ（ＩＳ，Ｘ）．
在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，｛ｄ｝∩Ａ＝，决策

属性ｄ把论域Ｕ划分为块，Ｕ／｛ｄ｝＝｛Ｙ１，Ｙ２，…ＹＭ｝，其

中Ｙｉ（ｉ＝１，２，…Ｍ）是等价类．决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）
的正区域定义为

ＰＯＳＡ（ｄ）＝ ∪
Ｙｉ∈Ｕ／｛ｄ｝

Ａ（Ｙｉ）．

定义１　在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，称决策属性
ｄ以程度ｈ（０≤ｈ≤１）依赖条件属性集Ａ，其中，

ｈ＝γ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）＝
ＰＯＳＡ（ｄ）
Ｕ ，

符号 · 表示集合的势．
在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，（ｘ）＝｛（ｄ，ｄ（ｙ））：

ｙ∈［ｘ］Ａ∧ｘ∈Ｕ｝．若对于任意的ｘ∈ｕ都有 （ｘ） ＝１，
则决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）称为一致的，否则称为不
一致．
２．２　信息熵

给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），设Ａ和｛ｄ｝在论
域Ｕ上导出的划分分别为Ｘ和 Ｙ，其中 Ｘ＝Ｕ／Ａ＝｛Ｘ１，

Ｘ２，…ＸＮ｝，Ｙ＝Ｕ／｛ｄ｝＝｛Ｙ１，Ｙ２，…ＹＭ｝，ｐ（Ｘｉ）＝
｜Ｘｉ｜
｜Ｕ｜，

ｐ（Ｙｊ）＝
｜Ｙｊ｜
｜Ｕ｜，ｐ（Ｘｉ，Ｙｊ）＝

｜Ｘｉ∩Ｙｊ｜
｜Ｕ｜ ，ｐ（Ｙｊ｜Ｘｉ）＝

｜Ｘｉ∩Ｙｊ｜
｜Ｘｉ｜

，ｉ＝１，２，…Ｎ，ｊ＝１，２，…Ｍ．Ａ和｛ｄ｝的信息熵

分别定义为：

Ｈ（ＤＳ，Ａ）＝－∑
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ）ｌｂｐ（Ｘｉ），

Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝）＝－∑
Ｍ

ｊ＝１
ｐ（Ｙｊ）ｌｂｐ（Ｙｊ）．

｛ｄ｝相对于Ａ的条件熵定义为：

Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）＝－∑
Ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ）∑

Ｍ

ｊ＝１
ｐ（Ｙｊ｜Ｘｉ）ｌｂｐ（Ｙｊ｜Ｘｉ）．

｛ｄ｝相对于Ａ的互信息定义为：
Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）＝Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝）－Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）．
｛ｄ｝与Ａ的联合熵定义为：

Ｈ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）＝－∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
ｐ（Ｘｉ，Ｙｊ）ｌｂｐ（Ｘｉ，Ｙｊ）．

３　属性约简
　　本节我们讨论粗糙集理论中的绝对约简与４种相
对约简．

绝对约简定义如下：

定义２［６，２５，２６］　给定信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ），ＢＡ称
为ＤＳ的绝对约简，ｉｆｆＢＡ满足下列条件：

（１）对于任意的ｘ∈Ｕ，都有［ｘ］Ａ＝［ｘ］Ｂ；
（２）对于任意的 ＳＢ，存在 ｘ∈Ｕ使得［ｘ］Ｓ≠

［ｘ］Ａ．
基于正区域的相对约简定义为：

定义３［４～７］　给定决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），ＢＡ
是ＤＳ的基于正区域的相对约简，ｉｆｆＢＡ满足下列

２０４
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条件：

（１）ＰＯＳＢ（ｄ）＝ＰＯＳＡ（ｄ）；
（２）对于任意ＳＢ，都有ＰＯＳＳ（ｄ）≠ＰＯＳＡ（ｄ）．
定义２，定义３从结构角度分别定义了绝对约简和

基于正区域的相对约简．定义３还可以用基于属性依赖
度的相对约简等价地表示为：

定义４［４～７］　给定一个决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ
Ａ称作决策系统ＤＳ的一个基于属性依赖度的相对约
简，ｉｆｆＢＡ满足如下两个条件：

（１）γ（ＤＳ，Ｂ，｛ｄ｝）＝γ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）；
（２）对任意的ＳＢ，均有 γ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）≠γ（ＤＳ，

Ｓ，｛ｄ｝）．
基于互信息的相对约简定义为：

定义５［１１］　给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ
Ａ称为决策系统 ＤＳ的一个基于互信息的相对约简，ｉｆｆ
ＢＡ满足下列条件：

（１）Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ）＝Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）；
（２）对任意ＳＢ，都有Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｓ）≠Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜

Ａ）．
基于条件熵的相对约简定义为：

定义６［１２］　给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ
Ａ称为决策系统 ＤＳ的一个基于条件熵的相对约简，ｉｆｆ
ＢＡ满足下列条件：

（１）Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）＝Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ）；
（２）对任意 ＳＢ，都有 Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｓ）≠Ｈ（ＤＳ，

｛ｄ｝｜Ａ）．
之所以正区域、属性依赖度等能成为属性约简的

准则，是因为它们具有如下性质［４～７，１０～１３］：

（１）给定一个信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ），Ｂ１Ｂ２Ａ，则
对于任意的ｘ∈Ｕ，都有［ｘ］Ｂ２［ｘ］Ｂ１．

（２）给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２Ａ，
则有ＰＯＳＢ１（ｄ）ＰＯＳＢ２（ｄ）．

（３）给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２Ａ，
则有γ（ＤＳ，Ｂ１，｛ｄ｝）≤γ（ＤＳ，Ｂ２，｛ｄ｝）．

（４）给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２Ａ，
则有Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ１）≤Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ２）．

（５）给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２Ａ，
则有，Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ２）≤Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ１）．

可见，无论是等价类、正区域、属性依赖度，还是

信息熵和条件熵，它们相对于条件属性来说都具有单

调性．也就是说，对于条件属性来说，某种度量只要满
足一定的单调性，就可以成为条件属性的约简准

则．即：
定律１　在决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中定义的函数

Ｆ（Ｂ）（ＢＡ）只要满足单调不增或单调不减，则 Ｆ（Ｂ）
可成为条件属性约简准则．

４　基于条件属性信息熵和联合熵的属性约简
　　对于信息熵而言，互信息和条件熵已经成为条件
属性的约简准则．很容易证明，基于互信息的相对约简
也是基于条件熵的相对约简，反之亦然．

那么，条件属性的信息熵和联合熵是否可以成为

条件属性的约简准则呢？

定理１　给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２
Ａ，则有Ｈ（ＤＳ，Ｂ１）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ２）．

证明：对于Ｕ／Ｂ１＝｛Ｘ１，Ｘ２…ＸＮ｝中的每一块，它要
么等于Ｕ／Ｂ２＝｛Ｘ

′
１，Ｘ

′
２…Ｘ

′
Ｍ｝中的某一块，要么是某几

块的并．不失一般性，有
（Ｘ′ｌ，１∪Ｘ

′
ｌ，２∪…Ｘ

′
ｌ，ｎ）

Ｕ ＝
Ｘｋ
Ｕ ，

其中Ｘｋ＝Ｘ
′
ｌ，１∪Ｘ

′
ｌ，２∪…Ｘ

′
ｌ，ｎ，根据函数 Ｈ（Ｘ）＝－ｐ（Ｘ）

ｌｂｐ（Ｘ）的性质，易得Ｈ（ＤＳ，Ｂ１）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ２）．证毕．
定理２　给定一个决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），Ｂ１Ｂ２

Ａ，则有Ｈ（ＤＳ，Ｂ１，｛ｄ｝）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ２，｛ｄ｝）．
证明：在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，如果把决策属

性ｄ当成条件属性，则联合熵变成条件属性的信息熵．
根据定理 １，当 Ｂ１Ｂ２Ａ时有 Ｈ（ＤＳ，Ｂ１，｛ｄ｝）≤Ｈ
（ＤＳ，Ｂ２，｛ｄ｝）．证毕．

根据定律１和定理１，可以定义基于条件属性信息
熵的条件属性约简如下：

定义７　给定一个决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），ＢＡ
称为决策系统 ＤＳ的一个基于条件属性信息熵的属性
约简，ｉｆｆＢＡ满足下列条件：

（１）Ｈ（ＤＳ，Ｂ）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ）；
（２）对任意ＳＢ，都有Ｈ（ＤＳ，Ｓ）≠Ｈ（ＤＳ，Ａ）．
根据定律１和定理２，可以定义基于联合熵的条件

属性约简如下：

定义８　给定一个决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），ＢＡ
称为决策系统ＤＳ的一个基于联合熵的属性约简，ｉｆｆＢ
Ａ满足下列条件：

（１）Ｈ（ＤＳ，Ｂ，｛ｄ｝）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）；
（２）对任意ＳＢ，都有 Ｈ（ＤＳ，Ｓ，｛ｄ｝）≠Ｈ（ＤＳ，Ａ，

｛ｄ｝）．
定理３　给定一个决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），ＢＡ

是ＤＳ的一个基于条件属性信息熵的属性约简，ｉｆｆＢＡ
是信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）的绝对约简．

证明：（１）：显然成立．
（２）：反设结论不成立，即存在一个ＳＢ，使得对

于任意的ｘ∈Ｕ，［ｘ］Ｓ＝［ｘ］Ａ，即 ＳＢ是信息系统 ＩＳ＝
（Ｕ，Ａ）的绝对约简，根据证明（１）有 Ｈ（ＤＳ，Ｓ）＝Ｈ（ＤＳ，
Ａ），与ＢＡ是ＤＳ的一个基于条件属性信息熵的属性
约简矛盾．

综合（１）、（２），定理３成立．证毕．
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定理４　在决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，ＢＡ是信
息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）的绝对约简，则有 Ｈ（ＤＳ，Ｂ，｛ｄ｝）＝
Ｈ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）．

证明：根据相关定义，立得．证毕．
注：绝对约简不一定是基于联合熵属性约简的超

集，主要是因为基于联合熵属性约简中决策属性也参

与了条件属性的分类，而绝对约简中决策属性并没有

参与条件属性的分类．
定理５　在一致的决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，Ｂ

Ａ是ＤＳ的一个基于联合熵的属性约简，ｉｆｆＢＡ是信息
系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）的绝对约简．

证明：在一致的决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，Ｕ／Ａ＝
Ｕ／（Ａ∪｛ｄ｝），从而有Ｈ（ＤＳ，Ａ）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝），再根
据定理３，得定理５成立．证毕．

根据定理５，在一致的决策系统中，基于联合熵的
属性约简既是相对约简又是绝对约简．

根据文献［２５，２６］的相关结论以及定理 ３、定理
４有：

定理６　给定一个决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ），ＢＡ
是信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）的绝对约简，则：

（１）ＰＯＳＢ（ｄ）＝ＰＯＳＡ（ｄ）；
（２）γ（ＤＳ，Ｂ，｛ｄ｝）＝γ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）；
（３）Ｈ（ＤＳ，Ｂ）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ）；
（４）Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ）＝Ｉ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）；
（５）Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ｂ）＝Ｈ（ＤＳ，｛ｄ｝｜Ａ）；
（６）Ｈ（ＤＳ，Ｂ，｛ｄ｝）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ，｛ｄ｝）．
定理６显示，信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ）的绝对约简（或

基于条件属性信息熵的属性约简）是基于正区域的相

对约简、基于属性依赖度的相对约简、基于互信息相对

约简的超集，同样它也是其它形式相对约简的超集，但

不一定是基于联合熵属性约简的超集．于是，
命题１　在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，绝对约简是

所有相对约简的超集．
定理７　在决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中，若Ｂ１Ａ是

基于联合熵的属性约简，Ｂ２Ａ是绝对约简，则有
Ｈ（ＤＳ，Ｂ１）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ２）．

证明：因为 Ｂ１Ａ，根据定理 １，有 Ｈ（ＤＳ，Ｂ１）≤
Ｈ（ＤＳ，Ａ）．再根据定理３，有 Ｈ（ＤＳ，Ｂ２）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ）．所
以Ｈ（ＤＳ，Ｂ１）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ２）．证毕．

虽然绝对约简不一定是基于联合熵属性约简的超

集，但是绝对约简的信息熵不小于基于联合熵属性约

简的信息熵．

５　属性约简的信息损失
　　虽然各种形式的条件属性约简都宣称能保持信息
不变，即没有信息损失．但是它们往往只能保证约简准

则意义下的信息不变，比如，基于属性依赖度的相对约

简，仅仅是保证约简前后的属性依赖度不变，并不能保

证其他约简准则下的信息不变．
在属性约简的过程中，变化的是条件属性，而决策

属性不发生变化．根据定理１－定理６以及命题１，我们
用条件属性的信息熵作为决策系统中信息量的度量指

标，则属性约简的信息损失定义如下：

定义９　设ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）是一个决策系统，ＢＡ
是它的一个约简，则ＢＡ约简的信息损失定义如下：

Δ（Ｂ）＝Ｈ（ＤＳ，Ａ）－Ｈ（ＤＳ，Ｂ）；
ＢＡ约简的信息损失率定义如下：

ｓ（Ｂ）＝ Δ（Ｂ）
Ｈ（ＤＳ，Ａ）×１００％＝１－

Ｈ（ＤＳ，Ｂ）
Ｈ（ＤＳ，Ａ）×１００％．

于是，我们有如下命题：

命题２　决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中绝对约简（或
基于条件属性信息熵的约简）的信息损失为０．

证明：根据绝对约简的定义、定理３及定义９立得．
命题３　在一致的决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中基于

联合熵属性约简ＢＡ的信息损失为０．
证明：根据定理５，ＢＡ是绝对约简，再根据命题

２，立得．
引理１［２５，２６］　决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中基于互信

息的相对约简是相应基于属性依赖度相对约简的

超集．
命题４　决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中基于互信息

（或条件熵）的相对约简的信息损失不大于相应的基于

属性依赖度相对约简的信息损失．
证明：设ＢＡ是决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）的基于互

信息的相对约简，根据引理１，存在 Ｂ０ＢＡ使得 Ｂ０
是决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）的基于属性依赖度的相对约
简，根据定理 １有 Ｈ（ＤＳ，Ｂ０）≤Ｈ（ＤＳ，Ｂ），从而有
Δ（Ｂ０）≥Δ（Ｂ），证毕．

命题５　在一致的决策系统 ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中基于
互信息（或条件熵）的相对约简的信息损失等于相应的

基于属性依赖度相对约简（或基于正区域的相对约简）

的信息损失．
证明：根据文献［２５，２６］中相关定理，在一致的决

策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ａ，ｄ）中基于互信息（或条件熵）的相对
约简等于相应的基于属性依赖度相对约简（或基于正

区域的相对约简），所以它们的信息损失相等．证毕．
下面我们通过两个例题来计算属性约简及其信息

损失，其中第一个例题是一个一致决策表，第二个例题

是一个不一致决策表．
例１　ＤＳ１＝（Ｕ，Ａ，ｄ）是一个决策系统，如表１所

示．Ｕ为论域，Ａ＝｛α１，α２，α３，α４｝是条件属性，ｄ是决策
属性．
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表１　决策系统ＤＳ１＝（Ｕ，Ａ，ｄ）

Ｕ α１ α２ α３ α４ ｄ

ｅ１ ０ １ ０ １ ０

ｅ２ １ １ ０ ０ １

ｅ３ １ １ ０ １ １

ｅ４ ０ １ １ １ ０

ｅ５ ０ ２ １ ０ １

ｅ６ １ ２ ０ １ ０

Ｕ／Ａ＝｛｛ｅ１｝，｛ｅ２｝，｛ｅ３｝，｛ｅ４｝，｛ｅ５｝，｛ｅ６｝｝，
Ｕ／｛ｄ｝＝｛｛ｅ１，ｅ４，ｅ６｝，｛ｅ２，ｅ３，ｅ５｝｝

　　Ｈ（ＤＳ１，Ａ）＝－∑ ｐ（Ｘ）ｌｂｐ（Ｘ）

＝－６×１６×ｌｂ
１
６＝ｌｂ６＝２．５８５．

（１）绝对约简与基于联合熵的属性约简：
先求绝对约简．容易知道，所有的条件属性都不可

约，所以Ａ的绝对约简为｛α１，α２，α３，α４｝．
根据命题２，绝对约简（或基于条件属性信息熵的

约简）没有信息损失．
因为决策表ＤＳ１＝（Ｕ，Ａ，ｄ）是一致的，根据定理５，

基于联合熵的属性约简也等于｛α１，α２，α３，α４｝，没有信
息损失．

（２）相对约简：
（ａ）基于正区域（或基于属性依赖度）的相对约简：
易得到，基于正区域的相对约简 Ｂ＝｛α１，α２｝，Ｕ／Ｂ

＝｛｛ｅ１，ｅ４｝，｛ｅ２，ｅ３｝，｛ｅ５｝，｛ｅ６｝｝，Ｈ（ＤＳ１，Ｂ）＝

－∑ｐ（Ｘ）ｌｂｐ（Ｘ）＝－２×２６ｌｂ
２
６－２×

１
６ｌｂ

１
６＝

１．９１８．
故，Ｂ的信息损失量为：

　　　Δ（Ｂ）＝Ｈ（ＤＳ１，Ａ）－Ｈ（ＤＳ１，Ｂ）
＝２．５８５－１．９１８＝０．６６７．

Ｂ信息损失率为：

ｓ（Ｂ）＝ Δ（Ｂ）
Ｈ（ＤＳ１，Ａ）

×１００％＝２５．８０％ ．

（ｂ）基于互信息（或条件熵）的约简：
决策系统 ＤＳ１是一个一致的决策系统，根据文献

［２５，２６］中的相关结论，Ｂ也是基于互信息（或条件熵）
的约简，它的信息损失与信息损失率同上．

例２　一个关于玩具销售的决策系统 ＤＳ２＝（Ｕ，Ａ，
ｄ），如表２所示．其中 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝．ａ是“颜色”，ｂ是
“形状”，ｃ是“尺寸”．Ｖａ＝｛０，１，２｝，０是黄，１是红，２是
蓝．Ｖｂ＝｛０，１｝，０是圆形，１是方形．决策属性 ｄ是“销
售”．Ｖｄ＝｛０，１｝，０是不畅销，１是畅销．Ｕ＝｛１，２，３，４，
５，６｝是６种玩具，具体如表２所示：

表２　决策系统ＤＳ２＝（Ｕ，Ａ，ｄ）

Ｕ ａ ｂ ｃ ｄ

１ １ ０ ２ １

２ ２ ０ １ １

３ ０ １ １ １

４ １ １ １ ０

５ ２ １ ２ ０

６ １ ０ ２ ０

Ｕ／Ａ＝｛｛１，６｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝｝，
Ｕ／｛ｄ｝＝｛｛１，２，３｝，｛４，５，６｝｝，

Ｕ／（Ａ∪｛ｄ｝）＝｛｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝，｛６｝｝≠Ｕ／Ａ．
因此，该决策表ＤＳ２是非一致的决策表．
决策表ＤＳ２的条件属性信息熵为：

　　Ｈ（ＤＳ２，Ａ）＝－∑ ｐ（Ｘ）ｌｂｐ（Ｘ）

＝－２６ｌｂ
２
６－４×

１
６ｌｂ

１
６＝２．２５２．

（１）绝对约简：
易得绝对约简为｛ａ，ｂ｝，｛ａ，ｃ｝．绝对约简的信 息

损失为０．
（２）基于联合熵的属性约简：
容易得到基于联合熵的属性约简为｛ａ，ｂ｝，｛ａ，ｃ｝

和Ｂ０＝｛ｂ，ｃ｝．基于联合熵的约简并不一定是绝对约简
的子集．前２个基于联合熵的属性约简信息损失与信息
损失率都为０．

Ｂ０的信息熵为：

　　Ｈ（ＤＳ２，Ｂ０）＝－∑ ｐ（Ｘ）ｌｂｐ（Ｘ）

＝－（２×２６ｌｂ
２
６＋２×

１
６ｌｂ

１
６）

＝１．９１８．
Ｂ０的信息损失为：
　　　　Δ（Ｂ０）＝Ｈ（ＤＳ２，Ａ）－Ｈ（ＤＳ２，Ｂ０）

＝２．２５２－１．９１８＝０．３３４．
Ｂ０的信息损失率为：

ｓ（Ｂ０）＝
Δ（Ｂ０）
Ｈ（ＤＳ２，Ａ）

×１００％＝１４．８３％．

（３）相对约简：
容易知道，｛ａ，ｂ｝，｛ａ，ｃ｝既是决策系统 ＤＳ２基于正

区域的属性约简，也是基于条件熵的属性约简，同时还

是绝对约简，所以，信息损失与信息损失率都为０．

６　结论与展望
　　在研究绝对约简和几种相对约简的基础上，本文
归纳出粗糙集属性约简的一般准则．运用这个准则，定
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义了基于条件属性信息熵的属性约简和基于联合熵的

属性约简．基于条件属性信息熵的属性约简等价于绝
对约简．根据属性约简的性质和信息熵的性质，定义了
属性约简的信息损失，澄清了属性约简不损失信息的

含糊观念，为粗糙集、粒计算中属性约简和分类研究夯

实了信息论基础．
进一步研究为其他类型约简的信息损失、属性约

简信息损失的性质、属性约简的信息损失与分类准确

率之间的关系．
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